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25. 
MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 


[From the Journal des Mathématiques (Liouville), tom. x. (1845), pp. 385—420.] 


Un des plus beaux résultats des recherches de l'illustre Abel, dans la théorie des 
fonctions elliptiques, consiste dans les expressions qu’il obtint pour les fonctions inverses 
pa, fa, Fa (équivalentes à-peu-près à sin ama, cosama, Aama) en forme de fractions 
avec un dénominateur commun: ce dénominateur et les trois numérateurs étant chacun 
le produit d’une suite infinie double de facteurs On ne sait pas à quel point 
Abel avait poussé l’investigation des propriétés de ces nouvelles fonctions; on trouve 
seulement, dans une Lettre à Legendre, imprimée parmi ses Œuvres [t. pp 259, 
Ed. 2, p. 274], qu'il s’en était occupé. Depuis, les fonctions H, ®©, qui sont essen- 
tiellement les mêmes que ces fonctions d’Abel, ont été l'objet des savantes recherches 
de M. Jacobi, à qui l’on doit, en particulier, la. belle formule 


log © (a) — log © (0)= ła? (1 — sl -r f" da |" da sin? ama, 
0 0 


qui est vraiment fondamentale, et sur laquelle on peut dire que sa théorie est basée. 
Mais les expressions qu’obtient M. Jacobi pour les fonctions H, @, sont sous la forme 
d'un produit d’une suite infinie simple de facteurs, ce qui ne met pas à beaucoup 
près si bien en évidence la vraie nature de ces fonctions que les expressions d’Abel; 
celles-ci sont, en outre, si analogues aux formules en produits infinis des fonctions 
circulaires, que lon est seulement étonné que personne ne se soit avisé jusqu'ici de 
les poser, à priori, comme les définitions les plus simples des fonctions doublement 
périodiques, pour en déduire la théorie de ces fonctions. C’est de cette manière que 
je me propose de traiter ici la question Je prends pour définitions les formules 
d'Abel, en supposant, pour plus de généralité, que les fonctions complètes Q, T (K, KE 


de M. Jacobi) sont chacune de la forme A+B/—1 (ce qui donne lieu à quelques 
intégrations assez délicates). Et de ces seules équations, sans me servir en rien de la 
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théorie des fonctions elliptiques, je déduis les propriétés fondamentales des fonctions 
en question, et de là des fonctions elliptiques. On a ainsi quatre fonctions à considérer 
au lieu des deux H, ©, dont l’une est pour ainsi dire analogue à un sinus et les 
autres à des cosinus. Mais ce qu'il y a de remarquable, c’est l'apparition d’un 
facteur exponentiel qui entre presque partout. On le prévoyait d’après les formules de 
M. Jacobi, mais ces formules n’expliquent pas, ce me semble, pourquoi ce facteur s’y 
rencontre: mon analyse le fait voir de la manière la plus satisfaisante. Ce facteur 
résulte, en effet, de ce que, pour les produits infinis doubles, il ne suffit pas, pour 
obtenir un résultat déterminé, d'attribuer aux deux entiers variables des valeurs quel- 
conques depuis — œ jusqu'à œ, même en supposant légalité des valeurs positives 
et négatives; il faut, en outre, établir une relation entre les valeurs infinies que 
reçoivent les deux variables. Mais dans les produits que je considère, on démontre 
qu'en supposant toujours cette égalité des valeurs positives et négatives, quelque liaison 
que l’on établisse entre les valeurs infinies, il résulte toujours la même valeur du 
produit, à un facteur exponentiel près, dont l'indice est le carré de x, multiplié par 
une constante dont la valeur s'exprime au moyen d’une intégrale définie double, et qui 
dépend de la liaison établie entre les valeurs infinies des variables. (C'est-à-dire qu’en 
multipliant par un facteur exponentiel de cette forme, convenablement choisi, on peut 
changer à volonté la relation en question sans affecter la valeur du produit. Voilà 
l'idée fondamentale du Mémoire qui suit. 


En me servant de quelques formules de M. Cauchy, relatives à la décomposition 
des fonctions en fractions simples, j'établis d’une manière rigoureuse des relations entre 
les trois quotients de mes quatre fonctions, qui sont les mêmes par lesquelles Abel 
démontre les propriétés fondamentales des fonctions @, f, F. Ces formules une fois 
obtenues, on peut supposer connue toute la théorie des fonctions elliptiques. Ces 
théorèmes de M. Cauchy me conduisent, en outre, à un grand nombre de nouvelles 
formules qui contiennent des suites infinies doubles. Parmi celles-ci, il y en a une 
qui me fournit la démonstration du théorème déjà cité de M. Jacobi, théorème duquel 
il déduit une foule de résultats intéressants. Je finis en citant ceux qui se rapportent 
de plus près aux fonctions dont je parle. J'espère reprendre une autre fois la con- 
sidération d’une autre partie de la théorie, dans laquelle j'entrevois des conclusions 
intéressantes. 


MN 


Soient Q, T des quantités finies quelconques, assujetties à la seule condition que 
la fraction Q : T ne soit pas réelle. En représentant par m, n des entiers positifs 
où négatifs quelconques, mettons, pour abréger, 


SE AEN, M) reed née Res ANR: (1), 


et considérons une expression de cette forme 


ua {+ €) brel. some (ah 


A D D D D D D 
où le symbole IT dénote, comme à l'ordinaire, le produit dun nombre infini de facteurs 
que l’on obtient en donnant à m, n des valeurs entières quelconques, depuis — œ jusqu’à 
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+, en excluant seulement la combinaison (on — 0. n=0). Pour qu’une telle expression 
soit finie, il faut que pour chaque combinaison de valeurs de m, n, il y en ait une 
autre des mêmes valeurs avec les signes contraires. (Cependant, comme on l'a déjà 
expliqué, cela ne suffit pas pour rendre déterminée la valeur de u. Soit db une 
fonction de m, n qui ne change pas en changeant à la fois les signes de ces deux 
quantités; et imaginons que l'équation 


DEEN 


représente une courbe fermée, dont tous les points s’éloignent, au cas limite de 
T =œ, d'une distance infinie de l’origine. Cela posé, en donnant à m, n des valeurs 


entières qui satisfassent à cette condition Z T, et puis faisant T=, on obtient 


pour une valeur parfaitement déterminée, qui dépend de la forme de la fonction A 
Soit wi ce que devient la fonction u en changeant seulement l'équation aux limites dans 
l'équation analogue 


Ee 


on peut, pour simplifier, supposer que la courbe représentée par cette , équation soit 
située entièrement en dehors de celle que représente l'équation 


Gs? 
mais cela n’est pas essentiel. Il est facile de trouver une relation très-simple qui 
existe entre ces deux expressions u’ et u. En effet, 


a: vn +) 


en donnant à m, n des valeurs qui satisfassent à la fois aux deux conditions > T, 
d IL Donc, en considérant toujours ces valeurs, 


log gn log TI f1 + ap J= Eiogfi+ (m, e al D n) Ent 


Dans cette expression, les termes qui contiennent les puissances impaires œ s’évanouissent, 
à cause des valeurs égales positives et négatives. Mais puisque, à la limite, m, n ne 
reçoivent que des valeurs infinies, on peut négliger les termes multipliés par a‘, &e. 
Donc 

log v -logu=- 42 E x, 
ou enfin, 


log AË Sai log A = — A Aa a E A vor (3), 


où j'ai représenté par e la base du système hyperbolique de logarithmes, et où À est 
donné par lľéquation 


www.rcin.org.pl 


25] MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 159 


Il est facile de voir que l’on peut changer la sommation en intégration double, et écrire 


a SEET EMS (5), 


entre les mêmes limites qu'auparavant, c’est-à-dire que m, n doivent satisfaire aux 
deux conditions > T, éi 


Prenons par exemple, pour limite supérieure, 
(m=m?, m =n’), 
et pour limite inférieure, 
(m +n = T>); 


m, n sont censés contenir T comme facteur, de manière qu’ils deviennent infinis avec 
cette quantité; on suppose aussi m > T, n >T, mais cela est seulement pour la clarté. 


Il devient nécessaire à ce point de définir de plus près les valeurs de Q, T; nous 
écrirons 
eo En E VE A R O dek? (6), 


où i= /—1; ©, w, v, v sont des quantités réelles, telles que ou — eu ne s'évanouit 
pas; Cest la condition pour que Q : T contienne une partie imaginaire. 


Avec les coordonnées polaires 


Fyn ns dr dë -f dëi dô (log r -log T) T) D 
r (Q cos 0+ Tsin d'r ei Q cos d fein 0} Em SA e dee ( ` 


en représentant par r ce que devient r à la limite supérieure; l'intégrale doit être 
prise depuis 0 =0 jusqu'à 0=2mr. On voit tout de suite que la partie qui contient 
log T s'évanouit; donc 

fg [l log r dô 
~ Ja (Qcos0 + Tsin 0¥ ` 


Soit a un angle positif plus petit que $r, tel que tan a=" , on a évidemment 


I+ 


m 
cos 0’ 


dees 


depuis 0 =—a jusqu'à 0=+a, ou depuis 0= m — a jusqu'à 0=7+a, et 
in 
os 0? 
depuis 0=a jusqu'à 0=7—a, ou depuis 0=m+a jusqu'à 9=27—a (le signe ambigu, 


de manière que r soit toujours positif), En réunissant les parties opposées de l'intégrale, 
on obtient 


r= 


PTET A A (log m — log cos 8) dë ei (log n — log sin 8) d0 


—a (Q cos 0 + T sin 0} SSC (Q cos +T sin 8} ? 
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ou, en mettant dans la seconde intégrale kr — =, et im —@ au lieu de 0, 


Pë" Í “(log m — log cos 8) dë 2 (log n — log cos 0) d0 
a (Q cos 0 + T sin 0} x (T cos 8 + Q sin 0} ` 


La première intégrale se réduit à 


— 2 (log m — log cos 8) TO TES (entre les limites) 


+2 di tan 0 dë 
a (Q +T tan 6) 
_ 4 (log m — log cos a) tan a ` etes tan? 0d0 
Sa Q — T? tan?a , ŒX = T tan? 0 
= £ (log m= log cosa) tan a 4 3 de 1 - XA + tan’ 0) 
Q — T? tan’ a + TT), DTT |” 


L'intégrale, dans cette formule 


a(l Artan 8) dû ftana dg 
o -Ttan Jy Q- T 


s'exprime tout de suite par les logarithmes, mais il faut apporter une attention 
particulière à la manière de déterminer quelle valeur doit être attribuée à ce logarithme, 
dans le cas où la partie réelle en est négative. Je renvoie cette discussion à une 
Note. Voici le résultat auquel j'arrive. 


En représentant par Lu la valeur principale du logarithme de u, quand il y a 
une valeur principale (c’est-à-dire quand la partie réelle de w est positive), et 
écrivant 

Liu = Lu, ou L(-—u) + mi, 


selon qu'il y a une valeur principale de log u, ou de log (— u), on a 


fret dæ L (ns) 
Te. sûr We ` Ech KC 


en prenant le signe supérieur pour œv’ — w’v positif, et le signe inférieur pour wu — 91 
négatif. 


La première partie de À se réduit donc à 


4 (log m — log cos a) tan a + (a- BE L Ten): 
Q? — T? tan? a Tor T''"O-Ttane 


ou, en rétablissant la valeur de a, à 


4mn log /m°+ n° 4 n Q mO + nT 
mQ? — n°T? "os +T? (are Se m bj 7 Dari G nt mA — RL 
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Pour avoir la seconde partie de À, il faut changer m, n, Q, T en n, m, T, Q. En 
faisant cela, on change le signe de ou — eu: ainsi il faut écrire L, au lieu de Leri. 


7 . D . n 
En réunissant les deux parties, et mettant m au lieu de arc tan m + arc tan z, on 


obtient enfin 


A 


Zeie Sa e 
NT) OAT 


= 2: +2 Date a 
bw à 6 0 RE « i ( nT- mA 
formule que lon pourrait rendre plus simple en distinguant les deux cas où le premier 
ou le second logarithme a une valeur principale; mais il vaut mieux la laisser sous 
cette forme. 


On aurait pu croire que la valeur de À pourrait sobtenr plus facilement en 
réduisant À à la différence de deux intégrales définies, les conditions pour les limites 
étant données, dans la première, par m? < m°, n? < n°, et, pour la seconde, par m+n? < T., 
en désignant généralement les cocrdonnées par m, n. Cependant, de cette manière, on 
admet dans les deux intégrales les valeurs m =0, n=0, qui rendent infinie la fonction 
à intégrer. Ainsi la valeur de l'intégrale dépendrait du choix des variables, et l’on 
obtiendrait des résultats inexacts. Autrement dit, on obtiendrait de cette façon la 
valeur de À, à une quantité V près, qui est la différence de deux intégrales de la 
même forme, entre des limites mä ui, mec ou mätch p, v, T des quantités 
infiniment petites. On voit tout de suite que V n'est pas pour cela infiniment petit 
(en effet, sa valeur dépend du rapport w : » et nullement des valeurs absolues de ces 
quantités), et, pour en trouver la valeur, il faudrait se servir de l’analyse précédente. 


t m 
Soit, comme exemple, SS 0 


2 


A Grp 


e Leu D Glen ( Si 


A n 
De même, pour ES, 


2 Q II 
A = pps be CD-F Een) 


y 


vi 1 -Qi mi 2m no aT a 
tek à r)=iTo TO NT E A CH 
En représentant par A’, A” Ges deux valeurs de À, on a 
F Ser 
= A" = ` ZA EE EES, de 10), 
A'-4"= 5% = 26 (10) 
où j'écris 
mi 
Ben, oo re PACE A Ehre E 11), 
Eut aoo (11) 
c 21 
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en prenant toujours le signe supérieur pour ou — eu positif, et le signe inférieur pour 
wv — wv négatif. 


y - m ? 
Soient ue ce que devient u en prenant n72. ue ce que devient cette même 


: n ‘ 
fonction en prenant EA DEA évidemment 
ue: te= e Aia ER, 


On peut done s'imaginer une fonction U donnée par les équations 


U = er U_e = Fes MR ner ia E EEN (12). 


On verra dans la suite que we est analogue à la fonction H (u) de M. Jacobi. Il 
convient cependant, pour la symétrie, de considérer, au lieu de ue, la nouvelle fonction 
U qui vient d’être définie. Quoique suffisamment donnée par ces équations, nous 
allons en chercher encore une autre définition. Pour cela, il faut trouver la valeur 
de l'intégrale définie qui détermine À, prise depuis la même limite inférieure jusqu’à 
celle donnée par l'équation 


mod (m, n)= T. 


Mettons, comme auparavant, 
m= r cos 6, n=rsinðĝ; 


soient aussi 
Q=w-wi, T,=uv- vi 
L’équation pour la limite supérieure se réduit à 
T? (Q cos 0 + T sin 8) (Q, cos 0 + T; sin 0) = T”, 
et celle pour la limite inférieure, à 
r=T. 


On trouve tout de suite 


ad 2 log (Q cos 0 + T sin 8) (Q, cos 0 + T, sin 8) d8 


o (Q cos 0 +T sin dp 
ob erger akeg (Q cos 0 + T sin 0) (Q, cos 8 + T, sin 8) (entre 0 = 0, Bes Ze) | 


(13) 
2177 tirar D LT OQ, +T, tan 0 


OT dëi (Geen E 
"TI Aert tan 8 \Q +T tan 8 Dites) 
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D'abord 
I dëi BE Oh M M, de 
Ae D + T tan 0 Q,+T,tanð J_y \Q+Ttang Q, +T, tan 0/ 


# dë kr dëi Kë dr T? (1 + tan’ 6) 
DR Leck mee De Greg ao 


20 


grell rent) 


à Ten 8) (entre 0=0, 0 = 4r) 
20 ic. T 
mec Lg Eer bia a 


On a de même, en remarquant quen changeant Q, T en T, Q, on change le signe 
de wv — wv, 


Eé dëi Fu, 
ptT tanð Q,+Ti 


Dun autre côté, 


_ TT, +90, Wie Te d 
Jann: M, = TO, -T O 
cela donne 
[ kr dë TC tan 0 ` T + OC, - (Q7 vo) 
Ae +T tan 0 OET tano T-T OFT : 
Si T TT, +00, —(Q F Ti) (Q, + Tii F ët) ` KR Ti í iri 
"7 TRINO Q FT: AIS PT TEST 
ou enfin 
D dë H—-Qtang _, mi 2 mT, 


DL End O,+Ttand AFT ov- ein? 
et de même 

Ke, + Ti 

J'y (O+Ttan0ÿ QFT’ 


en omettant seulement le dernier terme de l’autre intégrale; ce que l’on peut vérifier, 
au reste, en différentiant par rapport à Q, T l'équation 


Í Ae dë T 


PFT QFT 
21—2 
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On a donc, en ajoutant les deux parties qui composent l'intégrale, 


2m ` OU z Tir 
A = F QT Q 7 EL NW dE H E rase ai Sege gaere (14). 
Il est facile de voir, en écrivant 
A=32% 2m Q mT 


OT Origer Em: 


que cette expression ne change pas de valeur en mettant Q,, T,, Q, T au lieu de 
Q, T, Q,, T,, pourvu qu'on change aussi le signe de à; cela doit évidemment être ainsi 
et peut servir de vérification. 


Soit, pour un moment, ù ce que devient u en prenant pour limite l'équation 
am La T, 
et supposons que dans la fonction u on ait pour limite l'équation 


mod (m, n)= T. 


En retenant la valeur de À, qui vient d’être trouvée, 


mais aussi 


ri 
U = tax u= e (GES QY w oan)” ih, 
à cause de l’équation, conséquence facile des résultats précédents, 
o 


tie ve 
Ue =E HN Oe U. 


En éliminant w, on obtient, entre u, U, une équation de la forme 


Une un geg ege BEE EENS (15), 
dans laquelle 
ce _, mi Tir 
DËSE FN og E dE 
tr [2 (wv — wv) + (w + wi) 
= QT (wv — wv) Säin: vih 
ou enfin 
_+r(œu+ov) ` (eu +w 


WË NES (av x: wv) Tai OT mod (wv — eut dE re, 
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En rassemblant tous ces résultats, on a le système de formules 
( U= y= y e = due, 


u = ei B—) EI u_e = er B+) 2 Ate, 


ett al 


mais avec des limites différentes, savoir : 


e= mi ` (end — o'v) 
7 QT mod (wv — wv)’ 
SE (wv + wv’) 
mod (wv — wv)’. 
u, ue, u_e des fonctions de la forme 
(A) 


mod (m,n)=T, T=æ, pour la fonction u; 


2 2 2 2 m 
m=m, n=n, Is o, Dsg, —= oi, pour ug; 
n 


m=m R= m=0, n= o ae our uù 
D 3 , SE a m ` > P —§. 


A présent, il importe de remarquer que la fonction we est périodique à légard 
de Q, de la manière d’un sinus ou d’un cosinus, mais ne l’est pas à l'égard de T; 
de même A. e est périodique à l'égard de T, mais non à l'égard de Q. Quant à U, u, 


elles ne sont simplement périodiques ni à l’égard de Q, ni à l'égard de T. Pour 
démontrer cela, considérons, par exemple, l'équation 


ue= x IT H + ma) site ue Dr es Paie eene: (17) 


(m, n) 
ry d H M DA) d s e E m ] \ 
[m depuis —m jusquà m, n depuis -n jusquà n, m=%, n=%, =, le système 


(m=0, n=0) toujours exclu]; en représentant par ve ce que devient we quand on 
écrit +Q au lieu de x, on a évidemment 


veier DD Dn A eil 
ge 1 ` er (m+l, n) 
El LUS re ele CSC SO, 


en admettant dans le premier produit la combinaison (m—0, n=0), mais excluant 
(m+1=0, n=0), et excluant l’une et l'autre du second produit. Cette équation est 
de la forme 


bide AA x 
avec les mêmes limites que dans u; donc 
GR Së g% : wé Base 
de: ue= AI (1 RES el GIE Ka Sch 
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où II se rapporte à la seule variable n qui doit s'étendre depuis —n jusqu'à n. 
Puisqu’ainsi n ne reçoit jamais des valeurs qui soient comparables à m, chacun de 
ces produits se réduit à l’unité, et l’on obtient 


de : Uess A, 
ou enfin 
ant POP RENNES E E E (18), 
en posant 
æ=—-+0, 


et remarquant que u est fonction impaire de x, ce qui donne 


A'=-—1. 


Soit de même ve ce que devient we en changeant æ en ett, On a pareillement 


ae : Ve = AT H LEE ; Er à 


où II se rapporte à la seule variable m. Mais ici les produits ne se réduisent point 
à l'unité; en effet, 


n (1 +7) ou n (1 AE) 


=(æx+nT)II (1 +27) Khan H +20) 


SE, Sa 
=sin g Le +nT) i sin g DT. 


Mais quand la partie imaginaire de 0 est infinie, on trouve 
E EE 
sin feig" )= + e + 
e e SC ht g iT 
selon que la partie réelle de Or est positive ou négative. Or la partie réelle de ü 


est de signe contraire à ou — ou: on a donc 


S (1 "Ge + 5) Gefier 
de même, 
Il D + z) = IT, 
(m, —n) 
et de là 
e pie à MEN RAR PE AE AR NT (19), 


équation de la même forme que celle que l’on obtiendrait en posant 


Ae = e6? ue, 


www.rcin.org.pl 


25] MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 167 


et remarquant que ue est périodique à l'égard de T. On voit aussi qu’en sommant 
par rapport à m, il est permis d'exprimer ue par un produit infini simple, dont chaque 
facteur est de la forme 


sin a Le + nT), 
mais qu'on n'arrive pas à un tel résultat, en sommant par rapport à n. En effet, 


l'équation 
ue zs e DÉI AL 


fait voir que we s'exprime par un tel produit où chaque terme est de la forme 
sin ze + mQ), 


multiplié par le facteur exponentiel eps On établit de cette façon l'identité, à un 
facteur constant près, de we à H (u); mais, à présent, pour éviter les longueurs, je 
ne me proposé de considérer aucun de ces produits infinis simples. 


Il faut maintenant, pour le développement de la théorie, introduire les trois fonctions 
qui correspondent au cosinus. Mettant, pour abréger, 


D nu Meet (20), 
| E Limites. 
[7e = Be al 1 + Gë zl mod (m, n)=T, T=%. 
(B) ge = II {+ mn) mod (m, n)=T. 
(m, ñ | mod (m, n)=T. 


KC SC mod (M, gi fN 


En représentant par Ven, Ten, &c, ce que deviennent ces fonctions, et prenant pour 
limites 
(m=m, A sn DÉI, (ës DS, zs pf, 


(m? = me. n? = n°), (m = m, n? = n°), 


où 


BIB 


n 
=% pour yeæ, &c., mao pour yes, &c., 


on a, en général, en mettant J au lieu de l’une quelconque des lettres y, g, Œ, Z, 
Jx = ere de = eiee J_ex sen alor sik dk nie EI AIR ÄER dag E (21), 


` 


où Jeæ est périodique à l'égard de Q, et J_ex à l'égard de T. C’est cette équation 
remarquable qui définit la loi de périodicité des fonctions J, et de laquelle se déduisent 
presque toutes les propriétés de ces fonctions. 
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Il est clair qu’en changeant entre elles les quantités Q, T (quantités que nous 
désignerons comme les fonctions complètes), on ne change pas les fonctions yæ, Zx, 
tandis que gx se change en Go et Ge en ge. On change de cette manière € en — 6 
et B en —B (par exemple, ve se change en y_eæ, &c.). . Cette considération fait voir 
que toute propriété des fonctions J est double, et donne le moyen le plus facile pour 
passer d’une propriété quelconque à la propriété correspondante. i 


On tire immédiatement des définitions mêmes les équations 
y(—x)=-yx, g(-x)=ge, G(—s)=Gx, Z(-x)=Zx; 
(C) y0=0, g0 = 1, GOSE 20 = |; 
L H = L 


Il est facile de démontrer, de la même manière dont nous avons prouvé la périodicité 
de Jex à l'égard de Q, que ces fonctions se changent l’une en l’autre, à un facteur 
constant près, en changeant æ en æ+4&Q. Faisant donc attention à l'équation qui lie 
ensemble Jx et Jex, on obtient le système de formules 


y (æ +$ Q) = eP% Aga, 
g (x +4 Q) = 618% Bez, 


A ei E E e, (22) 
G(z+4Q)=et807 CZzr, 
Z (æ + 4 Q) = e&t% Dës 
Pour déterminer À, B, C, D, posons 
æ=0 ou æ=—-40. 
En écrivant, pour abréger, 
a TO 
(D) cte Y =q”, 
on trouve 
A =y (40), \ 
B=-9Q7"?t:y(4Q), | 
"zim EE EEN (23) 
C=G(HQ)=qg ti: ZGO), | 
D=Z(HQ)=q ti: G(GO);), 
d’où l’on déduit cette équation de condition, 
GAEREN, mers mens (24). 
On a de même le système 
y (@+4 T) = 6e 1% 4'Gr,) 
+4 T) eis B Ze, | 
GÉMEAUX mt. A. aunioutihe. 154 (25). 


G(@+4T) =e rel 
Z (2+4 T)= e D'Gr,) 
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De là, si 
em 
eV =e D = SE" 


ce qui donne 


(E) log q log q = — 7°, 
il résulte 
A SyaT) 
EEEE, iai. iid tege (26); 


C=-gt: y T) 
D'=ZGT) ECKE 


d'où nous tirons l'équation de condition 


E hall Ut (27). 


En posant x=4T dans l'équation pour y(æ+4Q) et s=4Q dans l'équation pour 
y(æ+4T), on obtient aussi 


Y(4Q)g(ET)=-1iy GT) G (40)... (28), 


et l’on déduirait cette même équation, ou une équation équivalente, des autres 
formules, de manière qu’on ne peut pas trouver d’autres équations de condition. 


Enfin, en rapprochant ces systèmes, on obtient 


y (e +4 Q +4T)= etr 00 A”Za, | 
aak aaka Si mei: 2 | E PE KEE (29), 
G (+4 Q +4 T) = ełbr 00 O'Ge, | 
Z (æ +4 Q +4 T)= ettr 0-9 D'vs j 


avec les équations suivantes pour les coefficients, 


A'= (1) y ED) g GT), 
B" =—(- UC: y G9), | 


H. NES EE (30). 
C"=(-1RR(GQ)ZAT), | 
D'=-(-1# 942 (40) : rn 
En rassemblant les équations entre J(4Q), J(4T), on a 
g(ŒQ)= 0, | 
GGT)=0, | 
Gg CT NN DU PL LE (31), 
gET)ZAT)=ot, 
yG )gGT)=-iy(4T)G (40), 
c 22 
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d’où l’on conclut les formules 
B"C” : A"'D'=B'D' : AC tt: AB=-1, 
AB OD =- ABT : C"D'=-ÿ GT) : SCT 
AC" : B'D'=- 4 CDD =) y 0): 2640), +... (32), . 
A D: BO ss Ai D BO zs y (49) : C&O), 
== yT): e an) 


dont nous aurons bientôt besoin. 


On peut passer maintenant à ce système général de formules, où j'écris (— )” au 
lieu de (— 1)”: 


mm ; 
; 


| e (= ) mn+km+in Ex Mm, —7) Q Eua H (mg ett 


enk CERN PP 
là, comme toujours, (m, —n)=mQ-—nT ; 
{æ+ (m, ail =(— ni Oya, 
{æ+ (m, n} =(—)” ©ga, 
Je tion, n)}}=(—-}) Oe, 
{ 


y 

8 

G 

Z {æ+ (om, n)} = OZz ; 

D= (— ) mtn ër T, =m g im-im gant. 
let n)}=(- 7)" Aga, 

g {&+(m, n)}}=(—-)" Gr 

G {æ+ (m, n)}=(-}" CZz, 

Z [æ+ (m, n)} = d Da: 

Ké 


(= Im Am er m, —n) qi TE a e parT. aa . 


y Le ten, ïn)} =(— "+ YA’ Ga, 
g {æ+(m, n)}}=(-}>" PZ 
G{x+(m, n)}=(—)" YC'yz, 
Z{æ+(m, n)} = YD'ga ; 


| y [x+ (m, n)}=(—-)""XA4"Zx, 
| g {æ+ a 7)}=(-)” XB'Ga, 
| G{æx+ (m, n)}=(-)" Zen, 
E {æ + o GIE XS D'vn 
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Soit æ= 0: 
SE — ym gigir, 
y (m, n)= Q, y (m, n)=(- Pri, 
pea vd ed @®,, 
| G(m, n)=(-}) @ 
| Z(m, n) = .- 6, ; 
Be ss jet im o ch AA, 
|y (m, n)=(— min ®,A, 
8 (m, n)= 0, g (m, n)=(— iiy BB, 
G (m, n)=(—-})" C, 
(G) 


| Ké Gg ( == ) mn+in Ae Ae gh : 
y (m, 7) = ( — "+ PA’, 
g (m, n)=(—-)" YB, 
G (m, ñ) = 0, Gi (m, a =(P PC, 
Z (m, n)= VD": 
K, =(—) mntimt in gimim g-bnèn 
y (m, N) = (— si X, A”, 
g m, Wim X,B”, 
Go n)=(-} ZO, 
Z (M, ni 0, Z' (m, n) =X,D". 
On a de suite, en prenant les différentielles des logarithmes des fonctions Jæ, 
ver ys=-— Be+ $ {s- (m, alt 


p go S ga = — Brit Ÿ æ — (M, n)}?, 
(H) 


(B est le coefficient de 24°, dans l'exponentielle ei des équations (B); il n’y a pas 
è craindre de le confondre avec le B qui entre dans les équations pour y (m, n), Ze: 


cest par hasard que j'ai pris deux fois la même lettre.) 
22—2 
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Réduisons en fractions simples la fonction 
ga Gx : ya Za. 
En écrivant 


ga Gx : ya Ze= Kä [L{æ-(m, n) +M fæ- (m, aal 


on obtient 
L=g(m, n) G (m, n) : y' (m, n)Z (m, n)=1, 
M=g (m, n) G (m, ñ) : y (m, n) Z (m, n) = BO — A” D” =1. 
Donc 
ga Ga : ya Zx = 3 {x-(m, n)}1— Ÿ {x — (m, Sc 
c’est-à-dire 


ga Ga : ya Zx=(y'x : yæ)— (Zæ : Zæ). 


(Nous allons bientôt justifier, au moyen d’un théorème de M. Cauchy, lemploi de 
cette méthode de décomposition en, fractions simples qui ne s'applique pas toujours aux 
fonctions transcendantes.) 
On obtient de même 
ga Ze: ve Qæ=(y æ : yz) —-(G'x : Ga), 
Gala : ya gr=(y x : yæx)—(g'x : ga), 
(D) —byzZæ : gx Ga =(g'x : gx) — (Ge: Gel, 
éyægx : Ge Zx=(G'x : Gei (Zx : Ze), 
CyaGx : Ze yx=(Z'x : Zx)— (y x : yæ), 
en mettant, pour abréger, 


DEER 


(9) YEO) : ZGQ)=:, 


vk : G(HQ)=- y (ET) + en 


Donc, en éliminant les fonctions dérivées, 
Œr—Pr= än, 
gx — x = — by’, 
Zie — gire Gei, 


eg À 1 ; ; ` / 
1 Pai écrit zau lieu de z Pour me conformer à la notation d’Abel; il est à peine nécessaire de remarquer 


que c, e sont, en général, l’une et l’autre des quantités imaginaires. 
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ce qui donne, en ajoutant, 

(K) bP=e+c, où b=Ve+e;, 
en nous retiendrons désormais la lettre b dans cette signification. Puis 


f w = Lx — CyT, 


(L) 
Œr = Lx + eya. 


Soient maintenant 


Che =ye: Zen, 
(M) | fa=ge : Ze, 
Fr = Ge: Za. 
On obtient 
"Gëss 1 — pr, 
Ei e | 
Ap = L +edx; 
pa=faxFx, 
(0) J'a=-cpaFx, 
| F'x= epafx. 


Ces équations sont précisément les équations fondamentales d'Abel (Œuvres, t. I, p. 143 
[Ed. 2, p. 268]), et il en déduit 


ER? _ Gert Fy + pyfe Fe 
| PETU LE end | ; 


son Jay — epapy Ke ku 
| Fr Fy + epréufefy 
basé. 1 + eepxrpy > 


qui sont les formules connues pour l'addition des fonctions elliptiques. 


En effet, on peut écrire l'équation 
pa = fx Fx 
sous la forme 
g Eë 
VA — géie) (1 + ege! 


ou, en mettant y =, 


AE dy | 
Ga J ETN ETA 
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on peut donc de ce point supposer connues toutes les propriétés des fonctions elliptiques. 
On a, par exemple, 


PAT =, Afs 
et de là 
1 
We dy 
R) den (I= ey) (+e) 
r- f’ BIEDEN SS (L+ e) 


qui déterminent Q, T en fonction de c, e. Il paraît au premier abord que T, Q soient 
des fonctions parfaitement déterminées de c, e. Jai des raisons pour croire que cela 
west pas précisément le cas, et que la question admettrait des développements intér- 
essants; mais je réserve ce sujet pour une autre occasion. 


On peut, à l’aide des équations entre y (40), Se, et les quantités c, e, exprimer 
cette suite de fonctions en termes de c, e On déduit: 


y G Q)=b tigt, y ŒT)= bte tot; 


©) g &Q)=0, g GT)=b egt; 
GŒGQ)=btetq t, G (4 T)=0; 
(Z 4Q)=btcdqt, ZGT) =begt; 
et de là 
A=b> ig, A'=ibhe-tq"t, A"=(—Re-te-tq tot ; 
D B=-bàqg t, B'=be igt , B” =-(-}ideiqg iqt; 


C=be-tqt, C'=-ibteégt, C"=(—Retedq igt ; 
D=b-tdg"t, D =b- à q>? F D” = — (—} ict è iq? A 


quon doit introduire dans toutes les formules où entrent les quantités À, B, Ze, 
Voici le théorème de M. Cauchy (Exercices de Mathématiques, tome II. page 280) : 
“Si, en attribuant au module r de la variable 
z =r (cosp +i sin p) 
des valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de manière que les deux fonctions 
PATEE SPATE 
2 d 2z 


deviennent sensiblement nulles, quel que soit langle p, ou du moins que chacune de 
ces fonctions reste toujours finie ou infiniment petite, et ne cesse d’être infiniment 
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petite, en demeurant finie, que dans le voisinage de certaines valeurs particulières de p, 
on aura 


fe= E, UD) 


EEN 
pourvu qu'on réduise le résidu intégral à sa valeur principale.” 


On se rappelle que cela veut dire qu’en supposant ces conditions satisfaites, la 
fonction fx peut s'exprimer de la manière ordinaire comme la somme d’une suite de 
fractions simples, mais qu'il faut étendre d’abord la sommation aux racines de l'équation 

1 
ZS 
dont les modules sont inférieurs à une certaine limite qu’on fait alors infinie. 
Soit, par exemple, 


fa = è+ 


AC 


où Te, Ze ne contiennent que des facteurs qui sont des puissances entières des 
fonctions yx, gr, Gæ, Zæ. En supposant que r n’est d'aucune des formes 


mod (m, n), mod (m, n), mod (m, n), mod (m, ñ), 
mais, d’ailleurs, une quantité infinie quelconque, on peut toujours écrire 
t= r (COSp F tramp) = (m, n)+0 NENNEN Ee (34), 


où H est une quantité finie telle qu'aucune des fonctions y0, g0, Gg, ZO ne s'évanouit, 
m, n sont des entiers dont l’un au moins est infini, mais qui varient depuis — o 
jusqu'à œ, avec langle p. Soit 8 le degré de Te, 8, celui de Te à l'égard de ys, 
&e.; soit aussi À=8,—8; on a, en général, une équation de cette forme, 


NE cum soma mb nav (35), 
où F est fini. En supposant donc que la partie réelle de 
SR EE E O E EM PAT esnss sons besen (36) 


est négative quelles que soient les valeurs de m, n, on a 


CEA 


et de même 


2+f(-— ane r TS 
TE BH 


Si, au contraire, cette partie réelle est positive, ces trois fonctions sont toujours infinies. 
Il y a cependant un cas particulier à considérer, savoir, celui où cette partie réelle 
se réduit à Pm? ou Ge, P, Q étant des quantités positives. Il faut ici que le 
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coefficient de n ou de m dans la partie réelle de Zon Ju sévanouisse. Enfin, si les 
parties réelles s’évanouissent entièrement, ce qui ne peut arriver que pour 


a=0, b=0, Ass 
fe est fin. On a donc pour fe fonction impaire, 


Jesse) W J2-f(-2) 
FREE fe ASS med 


A 


(la seconde équation à cause du dénominateur infini 2). Il est cependant certain que, 
dans plusieurs cas pour lesquels Ce est fonction paire, on peut réduire fx en une suite 
de fractions simples: par exemple, yæ : gæ est une fonction impaire que lon peut, par 
ce qui précède, développer en suite de fractions simples; en écrivant æ+4T au lieu 
de æ, on déduit un pareil développement pour Ge : Zæ qui est fonction paire. 


Remarquons que quand la partie réelle de 
a(m, n} — 6m? + A6T°n° 


est négative pour toute valeur de m ou n, la suite pour fx est toujours convergente. 
En effet, les numérateurs des fractions simples contiennent ce facteur de fz, 


era (m, n)? gi ge, 
qui s'évanouit pour les valeurs infiniment grandes de m, n. Dans le cas où la partie 
réelle est positive, le développement ne peut jamais être vrai; je crois qu'en général 


il est vrai, dans les cas limites, quand la suite que l’on obtient est convergente. Il 
y a des exceptions cependant; on en verra une en développant dx. 


Avant de passer aux exemples, développons la condition pour que la partie réelle 
en question soit toujours négative. 


En supposant 
G a = h + ki, 


on obtient pour cette quantité l'expression 


, e _ Am mod (œv' ko mod Lou — wv) ` 
më (h (o — 29 2e Ets E r T ef 
+ m Íh Ge — ve) — uv = Mec av) | e Cr E (37), 
w +w? 
+ 2mn [h (wv — wv’) — k (wv + wv), j 


qui doit toujours rester négative. Cela donne, après quelques réductions, la condition 


Zar (wv + eu? 


ke tbat + PTS do DE SE [(wv — wv’) h + (wv + wv) d 
e ege 2 

Ai? | 

(wi tat Ai Fy " J 
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Les valeurs Ae Est 


satisfont à cette condition, laquelle du reste (en considérant h, k comme les coordonnées 
d'un point) est satisfaite pour tout point situé en dedans d’un certain cercle qui inclut 
l'origine, et dont on aurait l’équation en remplaçant le signe < par le signe = dans 
la formule (38). 


On obtient de cette façon une grande variété de formules particulières. Par 
exemple celles-ci : 


| etar?+bx Ye e >> Dm era (m, n)?+b (m, n) Que gr Je TA (m, Ale 
0) | te do = DE ci y [(— y n-m- a m, n)2+b m, n) qè mi gam? {æ— (m, n}, 

| eigäziibhe - Qa = ib co Kä IC—ran-mnedom, 7)2+d (m, 7) qi oh "+? {æ—(m, Sc 
tbe ` Zr=ictetr AM [(—) mit nz en am, m2+b m, 7) qè HE a +b? Le — (m, SL 


dans lesquelles, pour trouver les limites de q, il faut faire À = 1 dans la formule (38). 


On a ensuite ce système de formules sans exponentielles, 


e ST = > (—)  {æ—(m, n}, 
Ge ` gp = ZI" {x— (m, n}, 
A zs E [(-)" {æ — (m, ail 


VE s EUSES DoT 5 By Je ba (m, Oli 
| Gz: pe en Elei (m, di 
Ze : ge => OEK- w- m, nj]; 


(V) 
re : Ga=- mC)" {æ (m, gz 


ge OaS de? D Tt jæ — (m, ñ)}7], 
Zx : Ge- WD- Le- (m, Sit: 


| Ye: Zu =. 10167 D Im {x — (m, at 
gx : Zx= e" ln {x (mr a) 
| Ga : Ze= ah? [(-) {e- (m, ail 


dont quelques-unes ont été données par Abel. Il faut remarquer que celles de ces 
équations où la fonction est impaire sont justifiées par le théorème de M. Cauchy, et 
que les autres se déduisent de celles-ci. On peut trouver de même le développement 
des fonctions 
1 Ga ya ggr 
geg "wees "`" ZxGa 
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(celles-ci, qui sont toutes impaires, ont été déja considérées; nous venons de faire voir 
que le développement est admissible) ; 


e rh e ` tiati vs 
gegen S vegeidei  " vegeäe 


chacune, excepté celles de la suite E , multipliée par un facteur exponentiel e#+?* 


Par exemple, 


1 


f 
Leger Semen aer (e (m, af? 


(W) ve A [ta (mn, n)2+b (m, n) que mb? oi (æ—(m, n)}7] 
+ Ÿ [es m m+ (m, T) omg ge mth? {æ — (m, a] 
— Y [de m. mo m.m g m+? gemt? le — (m, 7). 

Mais on est conduit à un résultat beaucoup plus important en considérant, par 


exemple, le développement de x. Cette fonction contient non-seulement une suite 
de fractions simples, mais aussi un terme constant; nous écrirons 


die Ji D[L |s- (m, y+ M {e (m, WJ] eee (39). 


Pour déterminer Z, M de la manière la plus simple, changeons æ en æ+4Q+3T. En 
faisant attention à la valeur de px =yx ` Zæ, on obtient 


etc ?(pay?= dt EU le ten, n}2+M {æ—(m, ail: 


de là 
L=- eco {x— (m, n)} (px), 


M=- ee f [fe — (m, n} ($a) sf. n), 


ou enfin 
L=-e"c?x (px)? pour ësst, 


M = 68 À f (pay), 


ce qui donne 
Leen M=0, ISS Re (40). 
bz=J—e 2 2Y Je — (m, 7). 


En intégrant deux fois 


faf p'a da=} + et Ÿ log {x — (mi, ñ)} eee (41), 
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ou, à cause de log Zæ = — 4Bæ + © log {x — (m, a, 
[de fée diem ET tot log Ze. nt (42), 
H H 


en mettant, pour abréger, 
=J -eB 
(on wa pas ajouté de constante arbitraire, parce que Zæ est fonction paire de æ qui se 


réduit à l’unité pour v =0). Puis, on a 


Bose nie A A e. iria. anali (43). 


De là il est facile de déterminer la valeur de Z. Soit, pour un moment, 


pa=| gode, paæ= Ae ée 
Puisque 
die +0) gr = 0, 
on a 


d. CEKZOE ,x— p,Q, 
b, (æ Z5 IO 7 d a SS æp,Q. 
Mais de l'équation 
dër — p(Q- x) = 0 
on déduit 
pa+b(Q-z)=hQ, pe-o, (Q -2)= 2p, 
ou, en faisant æ= 4 Q, 
St ER Ze, G 9), p,Q Sg Qg, $Q, 
c'est-à-dire 
p,(a+Q)-p,x=(2r+0)#50; 
et de là 
DE 2 (0x+0!) 
Zier Q=” [r- as] Ze 
Mais on a déjà 
Z (a +Q) = 80 och Za = dPe0710 Be: 


donc enfin 
-ee Lë a dh om = 8, 
c'est-à-dire 
a ee [io 
ie 1=38- Te, (40)=4 SEA Me Lie (44). 
23—2 
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Soit, pour abréger, 


on a cette équation, 
(X) Zu = -Mateo [Sda [éd 


qui exprime la fonction Zæ au moyen de x. Cest, en effet, la formule remarquable 
de M. Jacobi, que nous avons citée dans l'introduction de ce Mémoire. 


En changeant seulement la notation, on a, d’après M. Jacobi, 


pata- pe-a) ERAD is (46), 


1 {$° (x + a) — p? (x — a)} dx = RTE men EU A. 


ou, ce qui est la même chose, 


J" # (+0) de — [ge 0) de 2 f” gada "i SE es (48). 


De là, en multipliant par eo, et faisant attention à la valeur de Za, 


Z'(æ+a) Z (@—a) Zou Ze pa fa Fa px 


Z(æ+ a) Zie-ai gm» Za KE Lire dën die nn (49). 
Écrivant dans cette équation a, æ au lieu de e a, et ajoutant, on obtient 
Ze Za Zeta e 
her EM ENEE Re, Be E E (50). 
En intégrant la même équation par rapport à a, 
HO Side | (51) 
= log (1 +e? d'a dx) S 
c'est-à-dire 
Z(æ+a)Z(x- a) = Zz Za (1 + ec? pra dich... (52), 
ou, ce qui est la même chose, 
Z(&+a)Z(x—a)= Z'x Z'a+ ec? x y'a... (53), 


de laquelle on déduit facilement, en écrivant &æ+4Q, æ+4T, £+4Q+4T au let 
de x, les équations complémentaires 


y (@ +a) y (x — a) = y's Bin — ya Zär, 
g (@+ a) g (£ — a) = gs Z'a — egazZ’z, 
LG (a+ a) G(&— a) = Gier Za + Ga Za. 
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Quoiïqu’elle ne soit pas liée très-étroitement avec la théorie actuelle, on peut 


ajouter ici cette autre formule de M. Jacobi, qu’il obtient en intégrant par rapport à x, 
au lieu de a, 


_ ff— ec? ba fa Fa px dx ` Z(æ—a), Za 
IL (+, messe EE Re QE (54), 


au moyen de laquelle il déduit des formules pour l'addition des arguments ou des 
paramètres des fonctions de la troisième espèce. On trouve aussi, dans les Fund. Nova, 
uelques formules déduites de l’équation (49) pour exprimer LE ri — eo} Masse) 
Ge q Pame Z(@+a)Z(y+a)Z(&+y— a) 
au moyen de la fonction ġ; il serait facile de déduire des équations semblables pour 
les autres fonctions y, g, G. 


Note sur une intégrale définie. 


Soient kı, k des quantités réelles dont la première est la plus grande; QO = © +", 
T=v+vi des quantités quelconques, telles que œv’— wu ne s'évanouisse pas, et écrivons 
En dy 
u = À DC a E E Ee Et vk Th ar (55). 


L'intégrale w a toujours une valeur finie et déterminée, puisque le dénominateur ne 
devient jamais zéro. On a évidemment 


2 1 l À 
u =f: dæ arrer ES TGS Ze gëtsie äre d Nee des (56), 
et l'intégrale indéfinie est 
AC Q+T(x+ 2 | 
u = pie + Ten etaient CIE ee A té (57); 
il faut passer de là à l'intégrale définie, entre les limites 0, œ. Soit 
Q+T (x +) 
OT atk) "ET EE EE (58). 


Il est facile de voir qu'en faisant abstraction d’un dénominateur toujours positif, 4, 
est une fonction du second degré en x, et B, se réduit à la quantité constante 
(ov — wv) (kı — k). Le signe de B, est donc toujours le même que celui de ou — mu: 
quant à celui de Á+, puisque évidemment À4,=1, il est clair que si À, est positif, 
A, reste toujours positif, ou change deux fois de signe quand x passe de O0 à e Si, 
au contraire, À, est négatif, À, est négatif depuis æ=0 jusqu'à une certaine valeur 
positive de x, æ= a, et positif depuis æ= a jusqu’à æ= œ. Considérons d’abord ce dernier 
cas, En représentant par Læ la valeur principale de log æ (cela suppose que la partie 
réelle de æ est positive), on obtient cette valeur de u, 


“=pl | e Al Gel -g Io, 


TOAT] T U OGrfietb-el Q+T(a+tk+e) 
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où < est supposé une quantité infiniment petite positive. La somme des derniers termes 
se réduit à 

à ZS de 

el- arc tan —— Sg E EEN 


où, comme à l'ordinaire, arc tan æ doit être situé entre les limites + 4r. 


+ arc tan 


Dans cette formule, 4,_. est une quantité infiniment petite et négative; A, est 
une quantité infiniment petite et positive; donc, quand B, est négatif, les arcs se 
réduisent à Ae. — Ae, et si B, est positif, à — Ae, Ae, On a donc 


wë 1 L( Sol 


TT TE 


où il faut se servir du signe supérieur ou inférieur selon que ou — eu est positif ou 
négatif. Dans le cas où À, est positif, si À, reste toujours positif, on obtient tout de 
suite 


ost (Tr) 
E" LOAD 


Si À, change deux fois de signe, par exemple pour æ=a et æ=6, il faut introduire 
les corrections 
i 


T 


Be + arc tan Ba ) + (are tan Zi Be + arc tan e e), 

Aae Aare) T Ae Aere” 

qui se détruisent l’une l’autre, en sorte que l’on a le même résultat que si A4, était 
toujours positif. En se servant de la notation employée dans le Mémoire, on a dans 
tous les cas 


(- arc tan 


DER 

AE G K Soll ée EE (62), 

où le signe se détermine d’après celui de wv —w'v. 
En particulier, 
k dx 1 Q+TX 
IN Pas LU — FT = déien (TE 
na de Q +T tan a 

ou i QT T SS Lai = an d ETS EE (63). 


Je ne sais pas si lon a cherché avant moi la valeur exacte de cette intégrale définie, 
qui est cependant la plus simple qu'on puisse imaginer, et qui devrait, je crois, trouver 
place dans les livres élémentaires. 


Nora. Une partie de ces recherches a été déjà imprimée dans le Cambridge 
Mathematical Journal [24]; je me suis borné au cas où Q, T sont de la forme w, vi, ce 
qui simplifie beaucoup la détermination des intégrales définies doubles; mais la forme 
générale des résultats en est très-peu affectée. 
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